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BY 

PHAM THE LAI 

ABSTRACT 

For a self-adjoint semi-bounded realization of a uniformly elliptic operator, S. 
Agmon gave the asymptotic development for the kernel of the resolvant and the 
asymptotic behavior for the eigenvalues. In this paper, we generalize those 
results to a not necessarily self-adjoint or semi-bounded realization of a uni- 
formly elliptic operator. 

Introduction 

Soit ~ un ouvert born6 assez r6gulier de R". Soit 

, f f = , f f ( x , D ) =  ~ a , ( x ) D"  
la ]~2rn 

un op6rateur diff6rentiel d'ordre 2m, ~ coefficients c¢~ dans R". Nous supposons 

que s¢ est positive et uniform6ment elliptique sur 1~. 

Un op6rateur non born6 A dans L2(1~) est dit une r6alisation de M si A est un 

op6rateur ferm6 tel que, pour tout u ~ @ (A), le domaine de A, u est solution, 

au sens des distributions, de l'6quation: 

,if(x, D)u = Au. 

De nombreux auteurs ont 6tudi6 le comportement asymptotique des valeurs 

propres de A dans le cas off A est auto-adjoint, semi-born6 (pour des 

r6f6rences, voir S. Agmon [4]). Le r6sultat le plus pr6cis, dans la situation d6crite 

ci-dessus, est obtenu par S. Agmon [4]: 
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N(t )= ~" l =  yt.,2m +o(t(. o)/~.) t--* +oo 
Aj~t 

pour tout 0 < 1/2, y est une constante bien connue. 

Toujours dans le cas auto-disjoint, semi-born6, le comportement  asymptoti- 

que de la r6solvante est 6tudi6 par S. Agmon-Y. Kannai [5], puis S. Agmon [4]. 

Des g6n6ralisations sont don6es par R. Beals [6], K. Maruo-H. Tanabe [9] au cas 

ofJ les coefficients de M ne sont pas n6cessairement c£~. 

Dans [3], S. Agmon a consid6r6 le cas off A est auto-disjoint non 

n6cessairement semi-born6 e t a  obtenu un comportement  asymptotique des 

valeurs propres, sans estimation de reste: 

N+(t)= ~ 1= yt "'2~ +o ( t  "/2~) t---~+oo 
0=<k,j ~--t 

N_(t)= ~ l=o(t  "/2") t--~+~. 
-t_--<Ai<O 

Le cas o~ A est non auto-adjoint, avec une condensation du spectre d 'un seul 

cot6 est obtenu aussi par S. Agmon dans [2], sans estimation du reste: 

N ( t ) =  ~ 1 = yt "/~" + o ( t  ~/2") t ~ + o o .  
ReAiNt 

Nous envisageons dans ce travail le cas o/~ A est en pratique obtenu par la 

perturbation d'un op6rateur auto-adjoint par un op6rateur d 'ordre < 2m (voir 

l 'hypoth~se (iii) du Th6or~me 2.1 du Section 1). 

Dans la cas particulier oO A est la r6alisation correspondant h une forme 

sesquilin6aire fortement elliptique (donc A est variationnel e t a  n6cessairement 

un spectre qui se condense d'un seul c6t6), le premier r6sultat concernant du 

reste est obtenu par K. Maruo [8]: 

N( t )  = ~ = ~/t./2,~ +o(tC. o)/2m) t - - ~  
ReA/~t 

pout tout 0 < 1/2. 

Le cas g6n6ral o~ le spectre s'6tale dans les deux directions n'est pas encore 

6tudi6, ~ notre connaissance. 

Le but de ce travail est de donner des r6sultats dans cette direction. 

Nous obtenons ici un comportement  asymptotique du noyau de la r6solvante 

(Th6or~me 2.1 du Section 1): ce r6sultat g6n6ralise donc au cas non auto-adjoint, 

non semi-born6 un r6sultat analogue de S. Agmon [4]. 

Utilisant ce d6veloppement du noyau de la r6solvante, nous donnons 
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(Th6or6me 2.2 du Section 1) le comportement asymptotique des valeurs propres 

avec estimations des restes: 

N+(t)= ~ = y t  "'2"+O(t ~"-9'2) t ~ +  
O~ReXt~t 

N_(t) = ~ = o(t ("-°>/z") t -*  + oo 
-f_--<R¢ Ai<0 

pour tout 0 < 1/2. 

1. Definitions, notations et rappels 

R" d6signe l'espace euclidien de dimension n, (x, s c) le produit scalaire dans R". 

Les diff6rentes normes recontr6es seront not6es J [, sauf mention du contraire. 

Nous utilisons les notations classiques suivantes: 

0 
Dj " - -  i = X / ~  l , j  = ( 1 , . . . , n )  

= - -  I c g x j ,  

D = ( D 1 , . . . , D , ) , D  " = D 7  . . . .  D:- 

= ~-~j, 0 ~ = 07 . . . .  0:- 0j 

pour a = ( a l , . . . ,  a . )  un multi-indice d'entiers => 0. 

0 ° d6signe l'espace de Schwartz des fonctions num6riques d6finies sur R" h 

d6croissance rapide, Si u E 9 °, fi d6signe sa transform6e de Fourier: 

a(~ c) = ( 2 , )  "/~f e ,<e.x> u(x)dx. 

5e' d6signe l'espace de Schwartz des distributions temp6r6es; on note encore 

par fi la distribution, transform6e de Fourier de u ~ 5 e'. 

Pour m rfel quelconque, H,, est l'espace des distributions temp6r6es u telle 

que fi soit une fonction v6rifiant 

f ( 1  +[~¢12) " [a(¢)l~d¢ ~. < 

H,. est muni de la norme hilbertienne naturelle: 

Nous utiliserons quelques ~l~ments de calcul des op~rateurs pseudo- 

diff6rentiels sur R" (cf. [7], [131). 
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Dans la suite, nous notons ~ .  l 'ensemble des fonctions c¢® d6finie sur R", 

constantes sur un voisinage de l'infini; ce sont donc des fonctions de la forme 

C + u, avec u, ~ ~ support compact*. 

Soit f~ un ouvert de R ~. L2(fZ) d6signe l 'espace des (classes) de fonctions de 

carr6 int6grable sur 1), de produit scalaire: 

(u, V)o,. = fo u(x)v(x)clx. 

Pour m entier = 0, H= (1)) d6signe l 'espace de Sobolev usuel avec la norme 

hilbertienne: 

I1 est bien connu que, lorsque 1) = R" et m entier, la pr6sente d6finition et la 

pr~c6dente donnent le m~me espace avec des normes ~quivalentes. 

Nous aurons g consid~rer des op&ateurs continus T de Lz(II) dans L2(~). La 

norme de T sera not6e lit II0.o. 
Si T a une image dans Hm(1)), on v6rifie que T est continue de L2(1)) dans 

Hm (1)) et la norme de T de L2(1)) dans H,, (fl) sera not6e II T Ilo.-- 
Notons aussi H-m(f~) l'anti-duai; alors on a: 

H~, (n)  c L~(~) q H _ .  (n)  

avec injections continues et images denses. 

Si T a un prolongement continu de H_m(1)) dans L2(fZ), la norme de ce 

prolongement sera not6e II T II-m.o. 
Nous utiliserons le r6sultat suivant, qui sera essentiel pour toute la suite. C'est 

te: 

THEOREME DU NOYAU o'AGMAN. Soit 1) un ouvert de R" vdrifiant la propridtd 

du c6ne. Soit T u n  op&ateur continu de L2(1)) dans L2(1)). Supposons que T a une 

image dans H~ (1)) et que T possdde un prolongement continu de H_~,(f~) dans 

L2(fl) avec m > n. Alors T est un op&ateur intdgral 

T f (x )  = fn K(x,  y) f (y )dy  f ~  L2(1)) 

avec un noyau K(x,  y) continu et bornd sur 1 )x  1) v&ifiant: 

*Nous adoptons cette d6finition de ~ .  pour simplifier certains calculs; on peut la remplacer par les 
fonetions de la forme C + u avec u E 5e 
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[K(x, Y)I ~ C(ll T II0.m II T II-m,o) "'2" II T ~,o (",") 

avec C u n e  constante ne ddpendant que de m, n e t  ~.  

K(x, y) est appeld le noyau d 'Agmon associd gt T. 

REMAROVE. Le th6or6me pr6c6dent, sous une formulation diff6rente, est 

essentiellement d6 h S. Agmon [3]. Nous avons 6tabli dans [10] un r&ultat de 

mfme nature, de charact~re abstrait dont I'application aux espaces de Sobolev 

donne ce th6or6me du noyau d'Agmon. La formulation 6nonc6e dans [10] est 

aussi diff&ente (elle fair intervenir l'adjoint T* de T), mais on v6rifie ais6ment 

que les deux 6nonc6s sont 6quivalents. 

2. Enonce des resultats essentiels 

Soit 

M ( x , O ) =  ~" a , ( x ) D  a 
I a l~_2m 

un op6rateur d'ordre 2m. Nous faisons les hypoth&es (H) suivantes: 

1~ est un ouvert born6, ayant la propri6t6 du cfne; 

les coefficients a~ sont des restrictions h 1~ de fonctions appartenant ~ ~ . .  

sg(x, D)  est positive et uniform6ment elliptique, c'est-h-dire qu'il existe une 

constante C telle que: 

~ ' (x ,  ~) = 

pour tout x E R", ~ E R". 

~, a~(x)~'~>=Cl~l z'~ 
I ,~ I =z ,n  

Concernant le d6veloppement asymptotique du noyau de la r6solvante d'une 

r6alisation de M, nous avons le: 

THEOaEME 2.1. Soit A une r~alisation dans L2(f~) de l'op~rateur diff~rentiel 

sg(x ,D ) d'ordre 2m. Nous raisons les hypotheses: 

(i) M ( x , D )  v~rifie (H) 

(ii) Le domaine de A v~rifie: ~(A)CH2,,(f~)  
L'ensemble rgsolvant de A est non vide 

(iii) (A 'u, U )o,, est rgel pour tout u E ~ ( A ) ,  A 'u ~tant la distribution (qui est 

dans L2(II)) M'(x, D)u. 

Alors : 

(a) II existe une constante c > 0 telle que si ~ est la rggion 

={A CC;I ImA I_->c(l+ IA I) '-'l'z"'} 

est contenue dans l'ensemble r~solvant de A. La r~solvant est compacte. 
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Supposons de plus: 

(iv) 2 m > n = d i m ~ ) .  
(v) L" adjoint A * de A est une r~alisation dans L2(~) de l' adjoint formel 

s~*(x, D )  de ~(x,  D )  et v&ifie ~ ( A  *)CH2~,(ft). 
A lors : 

(b) Pour tout A E ~,  ( A - A  )-' est un op&ateur integral dont le noyau 

d ' A g m o n  associ~ G~(x, y) est continu et born~ sur ft x fL 

(c) GA(x,x) a un comportement asymptotique: 

G~(x, x) ~ ( -  .~),.,2.,-, ~ c,(x)(-  A) -'2" 
j=o  

dans la r~gion ~ ,  dans le sens suivant: 

Pour tout entier N => 1, 0 =< 0 < 1/2, p >= O, il existe une constante c > 0 telle que : 
N - I  

(2.1) G ~ ( x , x ) -  ~, c , ( x ) ( -  A)'"-2"-i)/2m I 
j=o 

----c I A I"'~m I A I-(~'+~)'='+ \6(x)lImA I} J 

pour tout x E ~1, A E ~ tel que d(A) =>IA I (2m-')/2", I A I => 1. 
Darts ces [ormules, ( - )t )-,2,. est la dgtermination holomorphe de la puissance 

darts le plan complexe priv~ de R÷, qui est positive sur le demi-axe n~gati[, d (A) est 

la distance de A ti R+, 6 (x )=  min (1, dist (x, Oft)) et c~(x) sont des [onctions 

apparterant fi ~ .,  enti~rement d&erminges par les coefficients de ~ .  En particulier: 

(2.2) co(x) = (27r)-" J~, [M'(x, ~:)+ 11-' d~:. 

Concernant le spectre de A, nous avons le: 

THEOREME 2.2. Soit A une r~atisation dans L2(f0 de l'op~rateur diff~rentiel 

M(x, D )  d" ordre 2m. Nous faisons les hypotheses (i), (ii) et (iii) du Th~or~me 2.1. 
Supposons de plus: 

(i) I1 existe un entier k impair k > n/ (2m),  tel que: 

(A k ) C H2k.(ft) 

et que (A~)  * v&ifie l'hypoth~se (v) du ThdorOme 2.1 si 2m <= n. 

(ii) f t  est suffisament r~gulier pour que l 'on ait: 

fo ; fo dx <= ce . 8 ( x ) - ' d x < = c l l ° g e ]  -a. 

pout tout e > 0 suffisamment petit, c &ant une constante ind~pendante de e. 
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Dans ces int~grales, 1)~ = {x ~ f~; 6(x ) > e }. 

Soit ()tj) la suite des valeurs propres de A, rangde dans l'ordre croissant des 

modules (chaque Aj dtant rdpdt~e suivant la multiplicitg) et notons : 

N+(t)= ~ 1, N ( t )= ~'~ 1. 
O~<Re A]~! - t ~ R e  A/<0 

Alors, nous avons les formules asymptotiques: 

N÷(t)= yt"/~"+o(t ("-°v2") t---> +o~ 

(2.3) 

N ( t )=o( t  '"-0)/2") t--~ +oo 

pour tout 0 < 1/2. y est la constante: 

y = (27r)-"fn dxf~.(~.e)<l dE. 

REMAROUES. 1) Dans le cas ofl M'(x ,D)  est /t coefficients constants, le 

Th6or~me 2.1 peut &re am61ior6: nous avons (2.1) avec 0 _-< 0 < 1 (voir remarque 

qui suit le Lemme 3.3). I1 est plausible de penser que (2.3) pourrait &re am61ior6 

dans le m6me sens: c'est un probl~me non encore r6solu h notre connaissance 

(dans le cas non auto-adjoint). I1 est facile de voir, en effet, que dans le cas off A 

est auto-adjoint, (2.3) est vrai avec 0 =< 0 < 1. 

2) Nous avons suppos6 que M'(x, ~) > C [ ~: j2,,, donc de signe constant. I1 est 

possible d'6tudier le comportement de N+(t) et N_(t) pour des op6rateurs 

sg(x, D)  ne poss~dant pas cette propri&6 (cas des 6quations diff6rentielles par 

exemple); dans ce cas, il n'y a pas de pr6dominance de N+ par rapport h N_. 

3) I1 est possible d'entendre nos r6sultats au cas off les coefficients de M ne 

sont pas n6cessairement c£~, mais v6rifiant une condition de H61der (dans le cas 

auto-adjoint, semi-born6, cf. [6], [9]). 

4) I! est ais6 d'6ntendre nos r6sultats aux syst~mes elliptiques. 

3. Developpement asymptotique du noyau de la resolvante. Le cas de I'espace 

entier R" 

Nous consid6rons ici le cas d'un op6rateur diff6rentiel M(x, D)  d'ordre 2m. 

Nous faisons dans tout ce paragraphe des hypotheses: 

(3.1) Les coefficients de M sont dans c~.; 

(3.2) M est positive et uniform6ment elliptique sur R"; 

(3.3) sg'(x, D)  = El~r=2,, a~(x)D ~ est formellement auto-adjoint. 
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(3.6) 

(3.7) 

Ainsi, le 

formule: 

(3.8) 

3.a. Queiques lemmes. Consid6rant M comme op6rateur dans L2(R") avec 

pour domaine 5e, nous notons Ao sa fermeture. II est bien connu que le domaine 

@(Ao) de Ao est H2m (R") et que Ao est l 'unique r6alisation de M dans LffR"). 

De plus, en utilisant l'in6galit4 de Garding, on voit qu'il existe )to_-> 0 tel que 

( A o - A )  -~ existe pour h E C tel que ho > Re h (cf. [2]). 

Le lemme suivant, qui est dfi essentiellement ~ S. Agmon [2], pr6cise 

davantage la Iocalisation de l 'ensemble r6solvant de A. C'est le: 

LEMME 3.1. II existe deux constantes ho-_>0 et C > 0  tel que la rdgion 

Go = {h E C; ho -> Reh} U {h E C; j lmh I => C(1 + I A I) 1 ~,/2.~ est dans l'ensemble 

rdsolvant de Ao. 

De plus, il existe C > 0 tel que : 

C 
(3.4) Jl (Ao - A)-1 Iio,o < ~ pour A E Go. 

Pour A E C, notons ~ru_~ le symbole de M -  A. C'est une somme: 
2ra 

(3.5) ~ - ~  = E aj 
/=0  

avec aj d6finies par les formules: 

a2m(x,~:;A) = ~ a~(x)~:"-A 

aj(x,~:;A)= ~ a~(x)~ ~ pourO<-j<=2m-1.  
I,~ p=j 

param6tre )t entre dans I'homog6n6it6 des symboles aj par la 

a,(x, f f; t2"A) =t j a j (x ,~ ;A)  pourO<=j<=2m. 

Pour approcher (M - A)-', nous allons construire classiquement (cf. [6], [14]) 

une param6trix de la mani6re suivante: C'est un op4rateur pseudo-diff6rentiel 

d6pendant du param6tre A ~ R+ dont le symbole est une somme Y,=o b_2m_j; les 

b-2,~-j 6tant d4finies par le formule asymptotique: 

Ici o d6signe la composition des symboles des op6rateurs pseudo- 

diff6rentiels (cf. [13]). Ecrivant (3.9) explicitement, nous avons: 

(3.10) b 2,,a2,, = 1 

e t p o u r j _ - > l :  
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(3.11) 1 (a)°a2m_k(O)~b_2,,_, = O+ a2,.b-2m-i + E-~ .  

off la somme dans (3.11)est prise pour l < j e t  l a I+ k + I =j .  
Comme A ~ R+ et M'(x, ¢) est positive pour tout x, ¢, l'6quation (3.10) est 

r6soluble. Les 6quations (3.10) et (3.11) d6finissent alors tousles b-2m-j. 

LEMME 3.2 (a) b_2,,_j est positivement homog~ne en ~, A de degrd - 2m - j 

(c 'es t -d-dire  que l' on a: 

b-2m-j(x, t~; t2mA) = t-2m-Jb_2r,_j(x, ~:; a)). 

b) Comme fonction de x, b-2m-j est dans qg,. 

c) Comme [onction de ~, A, b-2,~-j est analytique. 

PREUVE. Pour b-2m, la v6rification des propri6t6s 6nonc6es est 6vidente gr~ce 

(3.2) et (3.10). Pour les b-2,,-j, la preuve se fait par r6currence en utilisant 
(3.11). 

En utilisant les r6sultats de [6], nous obtenons sans peine le: 

LEMME 3.3 Pout tout j >= 0 et pour tout mult i- indice a, il existe une constante 

c > 0 telle que : 

(3.12) I D"b_2m_i] < ~ Lk=O ( 1 +  I~:1+ [A [ '/2'' ) (1 + 1~ [)-2"-J 
l+ +f 

pour tout x E R n, ~ E R ~e t  AffR ÷. 

REMAROUE. Dans le cas off ~'(x, D), la partie principale de ~(x,  D), est ~ 
coefficients constants, le r6sultat (3.12) de ce lemme peut &re am61ior6 par 

l'estimation suivante: 

Pour tout j _-> 0, il e×iste une constante c > 0 telle que: 

t+j i 2ra(k +0] 

pour tout a multi-indice, x E R", ~ E R" et A ff R ÷. 

C'est essentiellement cette am61ioration qui entraine la validit6 de (2.1) du 

Th6or~me 2.1 avec 0_-< 0 < 1 dans le cas pr6sent. Nous laissons au lecteur des 

d6tails de cette preuve, car elle est analogue ~ celle qui va suivre. 

Ayant 6tudi6 le comportement, par rapport au param~tre A, des symboles 

b-2m-j, 6tudions maintenant les op6rateurs pseudo-ditf6rentiels associ6s. 

t Rappelons que nous notons D" = ( -  i(OlOx~))',... ( -  i(OlOx.)) °. la d6rivation par rapport :~ x 
et O ° = (O/0~:,) ~,.. .(O/O~.)'. la d6rivation par rapport h ~. 
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Pour ] _-> O, a et /3 multi-indices, consid6rons les op6rateurs: 

Op(~:OO"b 2,, 3 f ( x )  = (2rr)-"/2 f e '<~'"~O~b_2,. ,(x, ~; X)f(~)d~: 

pour f E ~. 
II est facile de v6rifier grfice aux rappels du Section 1 et du Lemme 3.2 que 

Op (~r~D ~b 2m-j) est un op~rateur pseudo-diff6rentiel d 'ordre - (2m + ]) + I/3 I. 

De mani~re pr6cise, nous avons le r6sultat suivant, que laous ~nonqons, pour 

simplifier, pour J fl I =< 2m : 

LEMME 3.4. Pour ] >= O, a et /3 multi-indices, I/3 I <= 2m, t et s r&ls v&ifiant 

s <= t <= s + 2 m  + j -  Ifl [, il existe une constante c > 0  telle que: 

( ] A [ )  2+2,÷'o'+'''+" 
(3.13) c d ( a )  l a I <-2--' . . . . .  ' ° ' " = ' I l l ,  

pour tout [ U 6f et A ~ R +. 

PREUVE. Elle est analogue h celle donn6e dans [7]. 

Nous d6sirons maintenant montrer que, pour N entrier ->- 1, la param'etrix 

31-1 

~u,* = X Op(b-=,,-,) 
j = 0  

est une bonne approximation de la r6solvante (A - a ) - I  (pour N assez grand) 

lorsque a parcourt une r6gion h d6terminer. 

I1 est clair que ~N est un op6rateur pseudo-diff6rentiel d 'ordre - 2 m .  

Notons d I 'op4rateur (pseudo-) diff6rentiel 

d f ( x ) = d ( x , O ) f  f @ Y .  

Consid6rons alors l 'op6rateur pseudo-diff6rentiel 

(3.14) 8N,~ = ( d  - A)o ~N,~- I 

(1 identit6). 

Nous d6sirons expliciter le symbole 8N,~. Ce calcul est d6jh d6crit dans le 

travail de R. Seeley (cf. [14]), mais nous devons ici expliciter davantage les 

termes de ce symbole h cause du Lemme 3.3 qui montre que l 'ordre de 

d6rivation a entre en compte de mani6re essentielle dans notre cas (dans le cas 

de R. Seeley, l'6tude se fait pour a appartenant dans un secteur de plan 

complexe, ce qui entraine que d ( a ) ~  ]a I; dans ce cas l 'ordre de d6rivation a 

qui figure dans les termes du symbole de 3N.~ n'a pas d'influence sur les 

estimations en fonctions de h ). 
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En utilisant la formule de Leibniz, nous avons, pour j > 0,/3 multi indice et 

f E 5¢, la relation: 

1 f ,~.,,oo~Oob_~"_,(x, ~; a)/(~)d~. (3.15) D°Op(b_=" j)f = (2rr)-"a ~ . t , ,~  e 

Remarquons, que l'on a, pour tout multi-indice a ~ 0 et 0-<_ p < 2m : 

(3.16) a~a2"-.  = ~ a~(x)a% c~. 
a_-</3 

I t31=2" - p  

Alors (3.15) et (3.16) montrent que l'on a: 

(3.17) 

( ~  - A)oOp(b 2"-,)f(x) 
/ *  

= (2rr) "a / e ' " ' e>a  " z,(x, so; h)b-z"-,(x, so; a)f(~)d~ J 

~_~<=1 f e,~,~>aoO,~OD,b_2"_jfd~ + (2~) °'~ ~ 7., 
a,¢O 

+ (2"n') -"'2 ~', e'<~">O"a2,,_,D"b_~,,_sfde. 
p = l  l a l ~ - 2 " - p O l  ! J 

Tenant compte des relations (3.10) (3.11) qui d6terminent en b-z.-j, les 

relations (3.14) (3.17) prouvent que i'on a: 

N-~ 1 
&',ff = (2~) -",2 Z Z Z ~.. e'<X">a,a~"D~b-2,.-,fd~ 

i=O l l31=2ra l , , l>N- j -1  . . I  
a <=13 

(3.18) 
N-2 2m 1 1" , 

+ (2"n')-"': Z Z Z --, j e "x''> o a2,.-oD b-z,,-,fd~. 
i = 0 p = l  I,~l>p ( N - i - l ) O ~ ;  

I a 1~2,. - p  

(3.18) prouve que le symbole de 6N,, est une somme finie de termes du type: 

(3.19) u = c(x)d~D~b-2, , - j  

avec c E ~  et I/3 1 = 2 m ;  l a l > N - j - 1 ;  j ~ [ 0 , N -  11 et du type: 

(3.20) v = a ~a 2,. -p D ~b -2,. -j 

avec I~I>p-(N-j-1); p ~[1,2m]; j ~[0, N-2] .  
Nous avons ainsi le: 

LEMME 3.5. Pour tout N entier >->_ 1, 8N,~ est un op&ateur pseudo-diff&entiel 
d' ordre - N. 
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Pour tout N, t et s vdrifiant s <= t <= s + N, il existe une constante c > 0 telle que : 

(3.21) ['%,.fl, <-_c d(h)  [h ,/2..if is 

pour tout f E 6e et I ff R+. 

PREUVE. Les op6rateurs u, v dbnn6s par (3.19) (3.20) sont des sommes finies 

d'op6rateurs du type: 

avec c E c¢ ~ et 

(3.22) 

Op (c (x )~ 'D  "b -2,.-i) 

- 2 m  - j +  IT[ < - N + I .  

En effet, pour un terme de type u, (3.22) provient de (3.19) car - j  - I, 1 < 

- N + I .  

Pour un terme de type v, (3.22) provient de (3.20) car - j  + p - [ a  I< 
- N + I .  

(3.22) prouve donc que 6 ~, ~ est un op6rateur pseudo-diff6rentiel d 'ordre - N. 

L'estimation (3.13) du Lemme 3.4 montre que i'on a: 

( d ~ A ) )  2+2j+1 a i + I t i+. 
(3.23) [ Op (c~'O °b-2,,-, )f [, =< C [ A [ '-2"-'+'-' +l, J)/2,, [ f 1, 

pour tout ]' ~ 9° et A ff R+. 

(3.22), (3.23) et (3.19) prouvent que l'on a, pour un op6rateur de type u: 

(3.24) lOp (uf)[, _-< C [A ,,2,, [ / 1,. 

(3.22), (3.23) et (3.20) prouvent que l'on a, pour un op6rateur de type v: 
/ , ~ , \ 2  . . . .  2N-3+,,, 

(3.25) lOp (vf)[, _-< C ( d ~ )  [ A [ ' -N+ ' - " "  [ / [,. 

Alors (3.18), (3.24) et (3.25) prouvent (3.21). 

3.b. Noyau de ia r6solvante. Nous avons maintenant le r6sultat suivant qui 

montre que la param6trix ~N,^ est une bonne approximation de la r6solvante. 

C'est le: 

THEOREME 3.6 Soit M ( x , D )  un op~rateur diffdrentiel d'ordre 2m > n e t  

supposons qu'il vdrifie les hypotheses (3.1) (3.2) (3.3). 

Soit Ao l'unique rdalisation dans L2(R") de M. II existe une rdgion ~o de la 
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forme du Lemme 3.1 tel que pour )t E ~o, la rgsolvante ( A o -  It)-' existe et est un 

op~rateur integral dont le noyau d 'Agmon associd G~ (x, y) est continu et borng sur 

R" x R". 

G~(x, y) a un comportement asymptotique 

G~ (x, y )~ ~ (2 rr )-" f e"'-"¢' b_2.._j(x, # ; a )d# 

dans la rggion ~o, clans le sens suivant: 

Pour tout entier N >= 1, il existe une constante C > 0 telle que: 

N-1 f (3.26) [ G , , ( x , y ) -  ~ (2~')-" e'<~-Y">b_2,,_/(x,~,A)d~l 
j=O 

= d ( X )  - ~ , d ( ~ ) /  

pour tout x, y E R" et )t E ~o, t), I >=1. 

PREUVE. Le Lemme 3.1 montre qu'il existe une r6gion de la forme indiqu6e 

situ6e dans l 'ensemble r6solvant de A. 

En consid6rant l 'adjoint formel ~/*(x, D )  de ~¢(x, D),  les hypoth6ses (3.1) 

(3.2) (3.3) sont v6rifi6es pour ~ *  car .ff et ~¢* ont m6me parties principales. On 

v6rifie aussi que l 'unique r6alisation A* dans L2(R") de sO* est l 'adjoint 

hilbertien de A0 (au sens des op6rateurs non born6s dans L2(R")). 

Le Lemme 3.1 est donc encore applicable & A *; ceci prouve l'existence d'une 

r6gion 3~o commune /~ Ao et A*,  de la forme de ce lemme, pour laquelle 

( A o - ) t ) - '  et (A * -  A)-' existent pour )t E ~o et v6rifient: 

C C 
(3.27) II(A° X)-'tl°'°----<d(x);ll(m*-A)-'ll----< d(A)" 

L'adjoint hilbertien de ( A o - ) t )  ~ est (A * -  )~)-1. Comme (A g -  ,~)-~ a une 

image dans H2,,(R"), la remarque du Section 1 prouve que l 'op6rateur ( A o -  

)t) -~ se prolonge en un op6rateur continu de H_2,,(R") dans L2(R"), pour tout 

)t E ~0. 

Comme 2m > n, nous pouvons appliquer le th6or6me du noyau d 'Agmon 

l 'op6rateur (Ao- ,~) - ' ;  ceci prouve que ( A o - ) t )  -~ est int6gral avec un noyau 

G~(x, y) continu et born6 sur R" x R", pour tout ,~ E ~0. 

I1 reste ~ prouver (3.26). Soit N entier _-__ 1 fix& 

Pour tout ) t~ R+, ~N,, est un op6rateur pseudo-diff6rentiel d 'ordre - 2 m ;  

notons PN, x le prolongement continu de L2(R") dans L2(R") de ~u,, .  L'ordre de 
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~ , ~  6tant 6gal ~ - 2 m ,  on voit que Pn.~ a une image dans H2,.(R n) et PN~ est 

prolongeable en un op6rateur continu de H_:,,(R ~) dans L2(R"). 

Si nous posons, pour A C 3o: 

(3.28) TN,~ = PN, A- (A - A)-~ 

les consid6rations prdc6dentes prouvent, d'apr6s le th6or6me du noyau 

d 'Agmon, que TN,, est int6gral avec un noyau KN,,(x, y) continu et born6 sur 

R" x R". 

Nous d6sirons estimer le noyau KN,~ en utilisant le m~me th6or~me; pour cela, 

il faut estimer les normes: 

[[ TN,~ [I o,o, II TN,~ I[0, 2~,, [I T~,,~ I1-=,,,o. 

Le th6or~me du graphe ferm6 prouve qu'il existe une constante C > 0 telle 

que l'on a: 

(3.29) [/12,. <-c(Imof[o+lf[o); [/[2,. <-C([Agflo+lflo) 

pour tout f E H2,. (R"). 
(3.27) et (3.29) prouvent que l'on a: 

(3.30) II (Ao - A )-' 1[o,2,. -< --[-~" . C [ A ] Cd(x), I[(Ao-A)-'ll-2mo---- d(X) 

pour tout A ~ 3o, [A [_-> 1. 
Remarquons maintenant que l 'op6rateur ( A o -  ;t)TN,~ = (Ao - A)P~,~- I e s t  

6videment l 'op6rateur obtenu par prolongement continu de L2(R ~) dans L2(R") 

de l 'op6rateur pseudo-diff6rentiel 8 N,~. 

L'in6galit6 (3.21), appliqu6e au c a s t  --- s = 0, prouve que I'on a: 

[_[A__[_,~ 2 . . . .  2,~ I -m2" (3.31) I[(no-X)T,,,,~llo.o<=C\d(X)/ IX 

pour tout A E R+. 

(3.27) et (3.31) prouvent que l'on a: 

(3.32) I[ T,,,~llo, o_-< C I A I TM÷'+~'t I x I - ' '~"  
d(X) d(X) 

pout tout A ~ 30, I A ]--> 1. 
(3.30) et (3.31) prouvent que l'on a: 

(3.33) II TN.~ Ilo.=,. --- c I A 

pour tout A • So, [h 1_-> 1. 
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En vertu de ce qui pr6c/~de, (Ao-A)TN, ,  a un prolongement continu de 

H 2,,(R") dans H_2,,(R") et l'in6galit6 (3.21) appliqu6e au cas t = s = - 2 m  

prouve que l'on a: 

(3.34) II(Ao- X )rN,,ll-2,,,-2,,<= C\d(X )/ ] a 

pour tout )t ~ R+. 

(3.30) et (3.34) prouvent alors: 

C (d (A) )  ,)t (3.35) I[ TN,,II 2.,o--< _ELL 4 . . . .  2 N + I  1 -N/2tel 

pour tout )t E Or0, la  1 --> 1. 

(3.32) (3.33) (3.35) et le th6or~me du noyau d 'Agmon montrent que I'on a 

l'estimation suivante pour le noyau KN,, de TN,,: 

(3.36) IK~.,(x, y)l--< d()t) \d(A): 

pou r  tout  A ~E ~o,  I)t I --- 1. 

En vertu de (3.36), il reste, pour prouver (3.26), h v6rifier que le noyau de PN,* 
est: 

~'~ (27r) " e'<X-Y">b_2,,_j(x,~;A)d~ 
j=O 

ce qui est 6vident en vertu de la d6finition de PN,, et du th6or~me de Fubini. 

REMAROUZ. Ce r6sultat g6n6ralise au cas non auto-adjoint un r6sultat de S. 

Agmon-Y. Kannai (cf. [5]). I1 est h remarquer que la preuve donn6e iciest simple 

et enti~rement diff6rente de celle donn6e par ces auteurs. On obtient ici un 

r6sultat plus pr6cis car l'estimation du reste est uniforme en x, y. 

Du Th6or~me 3.6, nous d6duisont facilement le: 

COROLLAIRE 3.7. Avec les hypotheses du Thdor~me 3.6, la fonction G, (x, x) a 
un comportement asymptotique de la [orme : 

~,(x, x)~ ( -  a) '"'2"'-' ~ cj(x)(- ,~)-"~" 
i=0 

avec : 

(3.37) cj(x) = (2rr) "f.o b-2m-,(x, so; 1)ds ¢ 

dans le sens suivant: 
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Pour tout 0 -< 0 < 1/2, tout entier N >= 1, il existe une constante C telle que l' on 
a "  

N - - I  

(3.38) I G A ( x , x ) - ( - ) t )  '"'2m)-~ ~ c j ( x ) ( -  )t)"2"l --<CIA I '"-2"-m'2" 
./=0 

pour tout x, y ER",  it E ~o v~rifiant d()t ) >= I )t I '-'°'z"' et I )t l >= 1. 

4. Developpement asymptotique du noyau de la r~solvante. Le cas d'un ouvert 
1~ born~ de R" 

Nous consid6rons dans ce paragraphe un op6rateur diff~rentiel ~ / (x ,D)  

d'ordre 2m et A une r6alisation dans L2(fl) de ~t(x, D).  Nous supposons les 

hypoth6ses (i), (ii), (iii) de Th6orOme 2.1 r6alis6es. 

4.a. Quelques lemmes 

LEMME 4.1 II existe une constante C > 0 telle que si ~ est la rggion 

3~ -- {)t E C, I Im A I => C(1 + I)t I) 1-'vz",, 

est dans l 'ensemble r~solvant de A .  La r~solvante de A est compacte. 

De plus, on a: 

(4.1) 

pour A E ~ et I )t l >-1. 

C 
II(m -)t)-'llo, o~ IIm)t I 

PREUVE. En vertu de l 'hypoth~se (iii), (A 'u ,  U)o,. est r6elle pour u E ~ ( A ) ;  

nous avons, pour une constante c convenable: 

(4.2) I Imit II u io,,<= l (A  - it )u ]o.o + c t u 12,,-,., 

pour tout it E C. 

En utilisant un r6sultat classique de l'interpolation des espaces de Sobolev, il 

est facile de voir que l'on a: 

(4.3) I ImA I1 u Io.0_- < c l ( m  - A ) u  Io.n 

pour tout it vdrifiant I Im A I --> C(1 + I A I) ~-~m"), I A I --> 1. 

En vertu de l 'hypoth~se (ii), l 'ensemble r6solvant de A est non vide; il existe 

)to tel que ( A - ) t o )  -~ existe. Comme fl est born6 et que ~ ( A ) C  

/-/2,, (l)), (A - i to)  -~ est un op6rateur compact. 

Comme 

(A - )t ) (A - ito)-' = I + ()t - )to) (A - )to)-' 
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l 'op6rateur (A - A)(A - )to)-' a un indice nul, on en d6duit que A - A, en tant 

qu'op6rateur de ~ ( A )  clans L2(~) a un indice nul, pour tout Z E C. 

Si ~ est ia r6gion d6finie avec la constante C de la rnajoration (4,3), (4.3) 

montre que A - h e s t  injective pour h E Y?, donc inversible. 

Nous en d6duisons faeilement le lemme. 

REMAROVE. On a vu que dans le cas de l'espace entier R", le spectre de A a 

une condensation parabolique seulement dans une seule direction (raxe r6el 

positif) alors que dans le cas g6n6ral, comme on vient de le voir, le spectre a une 

condensation parabolique dans les deux directions de R. 

Cela n'est pas 6tonnant car, dans le cas R", la r6alisation A correspond & une 

probl~me de Dirichlet et l'on sait, d'apr~s S. Agmon [1], que l'axe R+ est la seule 

direction de condensation du spectre pour la classe des op6rateurs dit "absolu- 

ment" elliptiques. Une r6alisation de Dirichlet appartient h cette classe; les 

r6alisations correspondant aux probl~mes de "d6riv6es obliques" aussi. 

Nous aurons ~ utiliser le r6sultat suivant de S. Agmon [4]: 

LEMME 4.2. Soit ~ une partie de C ne eontenant pas l'axe rgel et T~ un 

opdrateur continu de L2(1~) dans L2(~)) tel que son image ainsi que l'image de son 

adjoint T* sont dans H2, , ( f )  avec 2m > n = d i m f .  

Supposons qu'il existe une constante C > 0 telle que : 

C 
11 T~ [1o, o = ii m h [ 

II T,, IIo. ,. < c I 11 Y* IIo. ,, < c [ 
= [ I m a  l '  = l i m a  I "  

Supposons qu'il  existe deux op~rateurs diff~rentiels uniform~ment elliptiques, 

positifs ~(x ,  D) et ~/~(x, D), fi coefficients dans ~ .  tels que : 

(~¢(x, D ) -  h )T , f  = O; ( d , ( x ,  D) - ; ) T * f  = 0 

pour tout h E ~ et f E L2(f~). 

Alors T, est integral avec un noyau d 'Agmon associg continu et bornd K, (x, y), 

vdrifiant : 

Pour tout p >= O, iI existe une constante C telle que : 

(4.4) IK*(x'Y)I--< C l I m h  I \ 6 ( x , y ) l I m h  / 

pour tout x, y c1 ) ,  A E ~, I h [>= 1. 

Dans (4.4), on a notO 6(x, y) = min{1,dist(x, Off), dist(y, Off)}. 
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4.b. Preuve du Thiori~me 2.1. Les conclusions a) et b) proviennent de 

Lemme 4.1 et du th6or~me du noyau d'Agmon. 

Passons ft. la preuve de c). Soit Ao l'unique r6alisation dans L2(R") de ,~(x, D)  

et soit ~0 la r6gion du Th6or~me 3.6. 

Notons, pour f @ L2(,Q) et it E ~o, R, f  la fonction de L2(D,) d6finie par 

restriction/~ fl de ( A o -  it)-'f0, off fo est le prolongement de f ~ R" en dehors de 

fl par 0. 

I1 est clair que R, est un op6rateur continu de L2(~'~) darts L2(I~), ~ image clans 

H2m (~). I1 est facile de v6rifier que l'adjoint R ~f pour f E L2(fl) est la restriction 

h fl de (A * -  )~) 'fo. 

Donc, l'image de R ~ est aussi dans H2,, (f~). 

De plus, en vertu de (3.27) et (3.30), nous avons: 

c ~ f l i t (  
(4.5) II R~ IIo, o --< d ( i t )  ; II R~ I1,,, 2., < C a ( i t  ) , =  " II R : I1o, 2,. _-< d(it) 

pour it E ~o, ]it I= > 1. 

Soit maintenant ~ la r6gion du Lemme 4.1 et pour it E ~,  notons G~ = 

(A - i t ) - L  Alors G~ a une image dans H2,. (f~). 

En vertu de l'hypoth~se (u), A * est une r6alisation dans L2(O) de l'adjoint 

formel M *(x, D)  de M(x, D). Pour A ~ ~,  (A * - ,~)-~ existe car (A - it )-' existe; 

donc G ~ a aussi une image dans H~,. (f~) car ~ (A *) C Hzm (fl) par hypoth~se. 

D'apr~s (4.1) et des inclusions ~ ( A ) C  H~,,(f~), ~ ( A  *)C H~,, (~q), nous obte- 

nons ais6ment: 

< c . l i t l  i i G , i i o ~ , < _ _ C  l i t l  (4.6) II G~ I1o.o= i i  m it l '  [[ G~ IIo.=,,-<- c I lm it I '  I Im A I 

pour A E ~ ,  lit I -->1. 

Comme l'on peut toujours supposer ~ C~0,  nous obtenons pour T~ = 

G~ - R~ les majorations, ~ partir de (4.5) et (4.6): 

c it II T~  IIo ~ = c 
• < l i t l  

(4.7) II T~ II -< Jim it I '  1[ T~ [10,2m ~ C Im it [ '  I Im it ] 

pour it E ~,  lit I_--> 1. 
Par hypoth~se, A et A * sont des r6alisations de M(x, D)  et M*(x, D);  nous 

avons donc: 

(s~(x, D ) -  it )T~f = O 

(4.8) (d*(x ,  D)  - ; ) T * f  = 0 

pour tout f E  L2(O), it E ~,  lit ] => 1. 
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L'hypoth6se 2m > n e t  (4.12) (4.13) prouvent que l'on peut utiliser le Lemme 

4.2. Le r6sultat (4.4) de ce lemme et (3.37) du Corollaire 3.7 prouvent 

l'estimation (2.1) du Th6or~me 2.1, ayant remarqu6 que le noyau K~(x, y) de T~ 

• est: 

K~(x, y) = G~(x, y ) -  R~(x, y) 

pour tout x,y ~ lq, a E ~. 

5 .  Comportement asymptutique des valeurs propres 

5.a. Quelques lemmes. Le c a s  2m > n. Darts cette section, nous allons 

d'abord 6tablir quelques, lemmes concernant la suite des valeurs propres (Aj) 

d'une r6alisation A d'un op6rateur diff6rentiel .d(x, D) v6rifiant les hypotheses 

du Th6or6me 2.1. Nous avons donc en particulier 2m > n. Nous ferons aussi 

l'hypoth6se (ii) du Th6orbme 2.2 c'est-h-dire que l'ouvert f~ est tel qu'il existe 

une constante C > 0  telle que: 

fn dx < f ax<Ce= (5.1) 3(x) = E l l ° g e l ;  -as 

pour tout e > 0 assez petit. 

Comme 2m > n ,  il est alors bien connu que la s6rie Z7=o ( ) t j - ) t ) - '  est 

absolument convergente pour tout )t appartenant dans l'ensemble r6solvant de 

A. 

LEMME 5.1 Pour 0_--< 0 < 1/2, il existe une constante C > 0 telle que: 

)b a ( -  A) ~"a">' Co(x )dx I 
= d t l  

(5.2) 

< C I a I ̀"-2--w=m { A....J_~_'~ z log] A I 
= \J im a [1 

pourA E ~  tel que d ( A ) _  -> ]a I' ,,,z,,,,, ia [_->1. 

PREUVE. Un r6sultat de S. Agmon [2] (qui &end le th6or6me bien connu de 

Mercer) prouve que l'on a:  

~o 1- - f G~(x,x)dx (5.3) = )tj )t n 

pour tout )t E ~. 

En vertu de (5.3), nous sommes conduits h estimer I'int6grale 

= [ (x ,  x ) - ( - a ), . ,=r. ' - 'Co(X )1 dx. 
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Consid6rons la partition de f~ = f L U  f~2 avec 

£h ={x E ~ ;  ~(x) < IA I-'/2"} et ~ =  {x E l ~ ; 8 ( x ) >  [A I-'/2"}. 

II est 4vident que l'on a: 
[ k [  ",2'' 

(5.4) I G~ (x, x)[ <_- C [ Im A ] 

pour tout x E f t ,  A C ~.  

La d6finition de ~,  et l'in6galit6 (5.4) et l'hypoth~se (5.1) prouvent que l'on a: 

(5.5) If~ [Ga(x'x)-(-A)("/2m)-'C°(X)]dx < C J it [ (n-l)12m 

,, = l i m i t  I 

L'utilisation de (2.1), pour N = 1, p = 1, l'hypoth6se (5.1) de la d6finition de 

~2 prouvent que l'on a: 

J l [GA(x'x)-(- i t )~"/2" '- 'c°(x)]dx 
J f,l 2 

(5.6)  
< C l i t  ¢"-2m-"/2" ( A--[-A---[--~2 log I it J ' 
= \ I m A  } 

Alors (5.4) et (5.6) prouvent (5.2). 

REMAROUE. Une cons6quence imm4diate de (5.2) est l'estimation suivante, 
qui sera utilis6e dans la suite: pour 0 =< 0 < 1/2, il existe C > 0 telle que: 

pour it E N tel que d(it)-> lit I '-(°/~m~, lit [=> 1. 

LEMME 5.2 II existe une constante C > 0 telle que : 

_ ~ 1 [¢,_2,._,,/2,, / A__[.A]__ ~ 2 1 < c l i t  
(5.8) i=~o Re it, - it = \ l l m  it I } 

pour tout it E ~,  ] it 1>= 1. 

PREUVE. Ecrivons, pour A E ~ :  
1 1 i Im Aj 

(5.9) R e A , - A  A , - A - ( R e A t - A ) ( A , - A ) "  

Nous allons d'abord estimer le terme I Im At/Re At - A J. 
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Ecrivons N = N~ tO N2 avec 

N, ={j;JReX, I>2[ReX [} 

N2 = {j ;[REX, [<21 ReX I}- 

Pour j E N1, nous utilisons la majoration: 

[ Ima/  1 < 2  Im& 
R e g  7 A  = ReX, " 

Comme Xjff ~ et j C N~, il existe une constante C telle que: 

I Imx '  I < C ,A ,-m,, (5.10/ R e g -  x = 

pour tout X ~ ~ et j ~ N,. 
Pour j E N2, nous utilisons la majoration 

[ Ima ,  I <  ImX, 
R e & - a  = ImX " 

Comme ajff ~ et j E N2, nous avons: 

(5.11) ] ImX~ x =<C[A[ ,,2,. IX] 
Re X, I Im X [ 

pour tout X E ~ et i ~ N2. 
(5.9) (5.10) et (5.11) prouvent que l'on a: 

1 ~ 1 
(5.12) I,_2o R e X _ X - ~ o a j ~ _ a [  _=cla- d(a)l,= Ix, at 

pour tout A E ~.  
I1 reste h estimer Y.7=ol/IX j - A  I. 
Pour cela, nous utilisons notre r6sultat &abli dans [10] qui prouve que 

l 'op6rateur O, = [G, (G~)*] 1/2 (rappelons que 6;, = (A - X) -~) est un op6rateur 
continu de L2(fl) dans LifO), 6videmment  auto-adjoint positif, e t a  une image 
dans l ' image de G,, donc dans H2.,(f~). 

De plus, les normes de O~ v6rifient: 

(5.13) [[ O~ ]10.o - [[ G~ [[o.0 [[ O~ 11o.2,. < II G, 11o.2". 

Les in6galit6s (4.6) et (5.13) et le th6or~me du noyau d 'Agmon  prouvent  que 
O, est int6gral avec un noyau Oh(x, y) continu, born6, positif tel que: 

IX[ "am 
(5.14) 0_- < Q~(x, y)<_- C lima [ 
pour tout x, y E I I ,  A ~ , ] X ] - - > I .  
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Comme il est clair que f nQ~(x ,x )dx  est la norme nucl6aire de Q~ et que 

((Aj - A)-~) est la suite des valeurs propres de G~, la d6finition de Q~ prouve que 

(en vertu d'un r6sultat classique sur les op6rateurs nucl6aires): 

(5.15) 1 _-< 
j=o I x j - a . I  . 

Alors (5.12) (5.14) et (5.15) prouvent le lemme. 

Pour 6tudier le comportement  asymptotique des valeurs propres, nous allons 

suivre la m6thode de S. Agmon [4]: elle consiste h utiliser une formule 

concernant la transformation de Stieljes d'une mesure positive 6tablie par A. 

Pleijel [12]. Cette formule est la suivante: 

LEMME 5.3. Soit or(t) une fonction non dgcroissante ddfinie sur R+. 

Soit, pour A ~ R+: 

f®&r(t)  
f(~)=jo t- ,~" 

Soit t et • deux nombres r~els positifs. Notons ~ = t + iv et 

1 f 

o~ L(~)  est une courbe orient~e dans C joignant de ~ ~ ~, ne rencontrant pas R+. 

A lors : 

(5.16) r 1(~:)--~ Re f ( ~ ) -  or(t) + or(0) I -- r Im f(~:). 

Nous pouvons 6noncer le: 

LEMME 5.4. Notons N( t )  = N+(t)+ N-(t) .  

Alors N( t )  a un comportement asymptotique de la forme: 

Pour tout 0=< 0 < 1/2, on a: 

(5.17) N ( t ) =  yt"/2m+ o(t("-°)nm) t---~+~. 

Darts (5.16), 3' est la constante 

, =(2~)-°fodxL(x,,,< ' dE. 

PREUVE. Prolongeons au point 0 en posant N+(0) = N_(0) = N(0) = 0. 

Pour A ~ R+, 6crivons: 
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j•o 1 
/ ( A ) =  = (ReA,)2_A 

sous la forme d'une transform6e de Stieljes: 

~ dN(~/-t) 
"f(A)=3o t - A  " 

Pour t > 0 e t a  une constante positive h choisir, notons: 

1 f 
I( t )  = ~ i  JL<,) /(A)dA 

oil L( t )  est la courbe orient6e de C, joignant t - i a t  ~-(e/4") h t + iat ~-(°/4m) ne 

rencontrant par R+. Alors (5.16) donne: 

(5.18) I I ( t )  - N(~/ t )  l <-<_ (1 + 7r-2) '/2 at l - ' ° / ' ' ) l f ( t  + iat ~-(e/''))l 

pour tout t > 0. 

Pour estimer la quantit6 du second membre de l'in6galit6 (5.18), 6crivons: 

1 - ~  1 1 
(5.19) f(X) 2i~/-----~ ~j2"o ReAj - r iV"~A R e A j + i ~ / ~ A  

qui a lieu pour A tel que les valeurs i~/----A, - i ~ / -  A appartiennent ~ ~.  

I1 est facile de voir qu'il existe une r6gion ~ de la forme 

={A E C ;  Id(A)l _->a IA 1~-(~/4"); ReA _->/3 >0} 

tel que pour A E 9, A a la propri6t6 indiqu6e ci-dessus. 

En vertu de (5.7), du Lemme 5.2 et de la relation (5.19), nous avons: 

pour tout A E ~  tel que d ( A ) e  IA I ~-~°'4'~, IA I>--1. 
I1 existe un choix de a convenable et to > 0 assez grand pour que les valeurs A 

de la forme A = t + iat ~-(°/4m~, t >= to, v6rifient la condition de la validit~ de (5.20). 

Nous avons donc, en vertu de (5.18) (5.20): 

(5.21) N(X/t) = I( t)  + 0(t (n-°)/''~) t ~ + ~ .  

Etudions maintenant I(t).  
En vertu du Lemme 5.1, il existe une constante C > 0 telle que: 
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= A/-  iX/--L-A - J ,  J."~t'(x, ~ ) -  i 

=<CIA[ t"-2"-l'/'" loglA [ 

(5.22) 1 
exf ee 

= J , ,  J . .  s~'(x, ~) + i 

-<C[A[  `"-2"-1)/4" logJA [ 

pour tout A E ~  tel que d(A)_- > [A [,-t,,,,,), [A ]---1. 
Notons 

(5.23) p(x)= (2~r) J..~'(x,~)-i 

Comme M'(x, ~)>= 0, un calcul classique (cf. [2]) prouve que I'on a: 

,_, ~rn 1 f~ 
R e p ( x )  = (~ zTr) ~ cos(zm/4m) ,t,,~)<l dE 

(5.24) 
. . . . .  7rn 1 f~ 

Imp(x )  = (27r) ~ sin(Trn/4m) ,(x,~)<l d~:. 

La relation (5.19), les estimations (5.22) et le Lemme 4.2 prouvent que l'on a: 

(5.25) [f(A)-(-;t)'"-'m'/ '~"fnlmp(x)dx--< C ' )t 1 ' " - " - " / "  (d-~A))2 log [ X I 

pour A E ~ ,  tel que d ( A ) =  > [A I '-(°/4m', IX I=>1. 

Choisissons maintenant L(t) pour t > to de la mani~re suivante: 

L(t) = D(t) U C(t) avec: 

D( t )  = {X E C ;  X = t + iu ; at ~-(°/'")< [ u [<=at} 

C(t)= {X E C ; IX [ = (1 + a2)'/Zt, ReX -< t}. 

En vertu de (5.25), nous avons: 

2+| fL,,, [ f(X)-(-X) '"- 'm'/ 'mfalmp(x)dx]dA I 

[ r ] < C t ("+4m-')/4" log t u-2du +/(.-4m-1)/4m log t du 
t l - ( e / 4 m )  J C(t) 

pour t _-> to. 
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I1 vient de Ih: 

(5.26) 2-~t ~L(,, [[()t ) - ( -  ~ )'"-4"' '  f lmp(x)dx] d)t [ 

< ct("-z+~/4"log t. 

Par un calcul explicite, on v6rifie que: 

fL 4msi  n nrr t,/4,, 1 (__)t)(n_4m)14md)t=_~..~ ~ ~_o(t(tlO)/4.) t '''~Jl-O0 • (5.27) ~-~ (,) 

La deuxi~me relation de (5.24); les estimations (5.21) (5.26) (5.27) prouvent 

que l 'on a: 

(5.28) N(~/t)  = yt"/4" + o (t ("-e)'") t ~ + ~ .  

Alors (5.28) done imm6diatement  (5.17). 
Nous aurons besoin d 'un r6sultat, type th6or~me d'Abel,  coneernant la 

transforme de Stieljes d 'une mesure dcr; il ne semble pas 6tre connu: 

LEMME 5.5. Soit or(t) une [onction numgrique localement fi variation born~e, 
dd]inie sur R+. Supposons que o'(t ) a un comportement asymptotique de la [orme : 

(5.29) o ' ( t )=  p s i n  Irat~ + o(t~_o) t---~ + oo 
"/TOt 

avec P>=O, 0<Ot < 1, /3 > 0 .  
Alors, pour ) t~R+,  l'intdgrale de Stielj~s fodo~(t)/(t-)t) est absolument 

convergente et on a: 

( 5 . 3 0 ) ) 0 ( = d ~ - - - ~ d t = P ( - ) t ) ~ - l + ~  O + t - ) t  o[,A I~-l-t3(d~A)) 2] I)t I----~oo,)t~ R+. 

PREUVE. Comme Ot < 1, I'absolue convergence de l'int6grale est claire. Par 
une int6gration par partie, on a: 

fo®dO'(t) o-(O)+fo= or(t) . 
t _ ) t  = ( t  - )t )2 at (5.31) 

Utilisons la relation: 

f f  t ~-' A),_, "n" ~ _ ~  dt = ( -  sin zra" 

Par une int6gration par partie, nous obtenons 

fo ~(t t~ ~.ot (5.32) -- ~ )2 dt = ( -  A )~-' sin zra" 
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Des relations (5.31), (5.32), nous avons: 

(5.33) 3o (~do.(t)-P(-X)~-'=o.~O)+ fo~o.(t)-P(sin~r~/rr°~)t° t -A (t _ A)2 dt. 

I1 reste ~ est imer l ' int6grale: 

= j,(Z(t r(t) _A)2dt=foZl~l(tr(_t~):dt+f:,~ I r(t)dt I(A) ( t - ,~)  2 

avec r(t) = o-(t) - p(sin ~o~/~o~) t ° . 

II est facile de voir, en utilisant l 'hypoth~se (5.29), que  l 'on a: 

(t_,~)2at _-<c ~(,~)2 
(5.34) 

I f2~,  (t-Ar(t))2dtl<flAl°-~-"= 

Alors (5.33) et (5.34) donnen t  (5.30). 

5.b. Preuve du Th~ori~me 2.2. Examinons  d ' abord  le cas 2m > n. Pour  

A E R+, posons 

,~ Re A i 
g(A) = ~__x=o(Re A~)z- A 

et ~crivons g(A) sous la fo rme d 'une  t ransformEe de Stielj6s: 

(®k/-tdN+(t) (=~/-tdN_(X/-t) 
g ( A ) =  3o t - A  - 3 0  t - A  " 

D 'o~,  puisque N(t)= N+(t)+ N_(t):  

(5.35) fo ~X/tdN-(X/t) 1(~X/tdN(t) ~g(A)  
t - A  = 2 J 0  t - A  - " 

Etudions  d ' abord  le te rme 

,h(A) = f®X/-tdN(t) 
3o t - A  " 

C'est  la t ransform6e de Stieljes de d o  avec o"(t)= f'o X/-~dN(~/-~). 
Par une int6gration par  partie,  on a: 

' N(~-~)  ~ 
o.(t) = ~/ - tN(~/- t ) -2~ ° ~ . 
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En utilisant le Lemme 5.4, nous avons, pour 0-< 0 < 1/2 

n~l l(n+2m)/4m q'- o ( t  n+2m-O)/4m) t'-'~ + ~ . 
(5.36) ~y(t) = n + 2m 

Le Lemme 5.5 prouve que l'on a: 

n Y X ) '"-~')/" 
h(A) = 4m cos(~/4m) ( -  

(5.37) 

+o[Ix ( ] ]  a-L4-L : [ \ d ( h ) /  J Ih[-">+~'  A ~ R + .  

Etudions maintenant le terme g(h).  Pour A E @, g(A)  s'6crit: 

g(h)=l~( 1 1 ) 
2 j=o Re hj - i ~/--~-h + Re A, + i ~/--SA 

En utilisant de nouveau le Lemme 5.2, les estimations (5.22) et la premi6re 

relation de (5.24), nous avons: 

(5.38) g(A)-4--~cos(Trn/4m)(- <-<_ C[A logl~ [ )/ 

pour h ~ @  tel que d(,~)_- > 1,~ [,-~o/,m), IA[=>I. 

La formule (5.35) et les estimations (5.37) (5.38) prouvent que l'on a: 

avec [A I--> + ~  et v6rifiant d ( A ) =  > IA p-te/,~,,. 
Notons maintenant: 

if(t) = fo' ~-~dN (X/-~). (5.40) 

Nous allons utiliser de nouveau la formule de Pleijel pour estimer _o'(t). 
Dans le cas pr6sent, pour t => to, prenons L(t) l'arc de cercle orient6 de C, 

joignant t - ia t  ?~ t + iat (avec to e t a  les choix effectu6s dans la preuve du 

Lemme 5.4): 

L(t) = {h E C;[ ) t  [ = (1 + a2)~/2t;Reh < t}. 

Alors, si l'on pose: 

(5.41) I_(t) = (2¢ri) -~ fL,,) d• (®dff (t) 
)o z - A "  
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Nous avons, en vertu de (5.16) et (5.39): 

(5.42) l_(t)  = _o'(t) + o(/("+2"-°)/'') 

D'autre part, (5.39) et (5.41) donnent: 

(5.43) I_(t) = o (/(,+2,,-o)/4,~) 

Donc, (5.42) et (5.43) prouvent que I'on a: 

(5.44) if(t) = o(t  "+2"-e)/'m) t ~ + ~ .  

De la relation (5.40), nous avons: 

= f'  ae( ) o N(VTo). 

t----~ + ~ .  

t---~ + ~ .  

En int6grant par partie l'int6grale du second membre et en utilisant (5.44), 

nous obtenons: 

(5.45) N_(t )  = o( t  ("-")n") t ~ + oo. 

Comme N + ( t ) =  N ( t ) - N _ ( t ) ,  les estimations (5.17) et (5.45) terminent la 

preuve du Th6or~me 2.2 dans le cas 2m > n. 

Supposons maintenant que 2m =< n. Grhce ~t l'hypoth~se (i) du Th6or~me 2.2, 

les op6rateurs A k et A *~ ont leurs images dans H2k,,(ft) avec 2kin > n. On a 
( A t )  * = A ,k 

Alors, d'apr~s la d6finition mSme de A k, il est facile de voir qu'il existe une 

r6gion ~k, contenue dans I'ensemble r6solvant commun de A k et A 'k ,  de la 

forme 
~k ={A E C ;  l i m a  [_-> C ( I +  [A [),-,,n~.,)}. 

Nous alions nous ramener au cas pr6c6dent en remarquant que 0,~')est ia suite 

des valeurs propres de A k et que l'estimation (5.8) du Lemme 5.2 est remplac6e 

dans le cas pr6sent par: 

(5.46) (ReAi)k_A i~oA--~-A-_A =<C[A[("-zk"-')nk'~kllmA{ / 

pour tout A ~ ~k. 

En die t ,  6crivons: 

1 1 _ A ~ ' - ( R e A , )  k 1 
( R e A ; ) ' - A  A ~ - A - ( R e X ; )  k - A A ~ ' - A "  

Pour estimer le terme a i =(AJ ' - (Re&)~) / ( (Re&)  ~ - A ) ,  6crivons encore 

N = N, U N: avec: 
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N~ = {j ; IReAj I k > 2 1 R e A  1}; N2 = {j ; IReAj Jk =<2iRe A I}. 

Pour j • N,, un calcul facile donne: 

Comme A, ff ~ et j E N~, nous obtenons de I'in~galit6 pr6c~dente: 

(5.47) [aj IN c [A I -mE" 

pour tout j E N,, A E ~k. 

Pour j E N2, nous utilisons la majoration: 

IReAi lk( ,=~(~) lReAi l  -tj2") 
la, f_-<c 

[ImA I 

Comme AtE ~ et j E N2, nous obtenons de 1~: 

(5.48) [a , [=<cIAI -l'2k" IAI 
limA[ 

pour tout j E N2, A E ~k. 
Puisque N(A k)C H2k,. (ll), nous avons, comme dans le Lemme 5.2: 

1 f A r '2k- (5.49) ,=o [A~-A [ <--c [ I m h l  

pour tout A E ~k. 
Alors (5.47) (5.48) (5.49) prouvent (5.46). 
(5.46) et la formule 

fo°dN(t"2 )_ 1 j@~( 1__ 1 ) 
t - A  2i~----A (ReA,)  k i \ / - A  (ReA,)k+iX/--E-A 

permettent d'utiliser les r6sultats de 5.a et d'obtenir la m6me conclusion (5.17) 

pour N(t). 
De plus, I'hypoth6se k impair permet de s6parer N+ et N_ par la formule: 

Sf t'/2dN+(t'/2k) '/ZdN_(t~/zk ) 
t -A  _fit t -A  

ReA,) 2 iX/- - -h  (ReA, 

et les conclusions du Th6or~me 2.2 d6coulent de I'~tude du cas 2m > n. 
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